4 Gauss-Jordanova metoda eliminacija

4.1 Podsjetnik
4.1.1 Matrice i osnovne operacije

Matricu A tipa m x n zapisujemo kao uredenu tablicu elemenata posloZenih u m redaka i n stupaca,

an  di2 a3 ... dip

a1 azo a3 cee a2
A= ,

am1 Aam2 Aam3 ... Amn

a zbog prakti¢nosti, Cesto se koristi i simbolicki zapis
A=laijl
ili A= (a;;). U programskom jeziku C najjednostavnije je matricu deklarirati kao dvodimenzionalno polje (niz)
tip alm+1][n+1];
da ne moramo uskladivati indekse obzirom na uobicajeni matematicki zapis te obavit inicijalizaciju

Vie[l,m]
Vjell,nl

alilljl = a;j;
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odnosno ignorirati elemente polja gdje je i = 0 ili j = 0. Radi jednostavnosti u tekstu prilikom pisanja algoritama

koristimo uobiCajenu matematicku notaciju u kojoj a;; predstavlja element matrice [a;;] u i-tom retku i j-tom stupcu.

Ako je A nulmatrica, tada su svi

ajj=0,
a ako je A kvadratna (m = n) matrica reda n, A € .4}, koja je:
* jedinicna, svi
aij=9;j,
e dijagonalna,
aijj = Ozaj#i,
* gornja trokutasta,

ajj=0zai<j,

* donja trokutasta,

a,-j=OZai>j,
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Algoritam osnovnih operacija s matricama: C=A+B,D=0-B, T=A"

\.

zadani [5, a,-j, bij

Vie[l,m]

Vjel,n]
Cij=aij*bjj
dij=Pp-bij
tij = aji

Algoritam mnozenja matrica C=A-B

zadani a;j, b;j
¢ij=0
Vie[l,m]
Vjell,n]
Vke[l,u]

Cij = Cij + @ik~ by
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matrica A-B=Ctipa mxn




4.1.2 Sustavi linearnih jednadzbi

* Sustav od M linearnih jednadzbi j =1---M, s N nepoznanica xj, j =1,2,...,N,

a - X1 +  dap-Xxo + az-x3 + -+ + AaN"XN = bl
azy - X1 +  ax-Xo + ay3-x3 + -+ + MN"XN = bz
asy - X1 + aszp-xXxp + a4azz-x3 + -+ + dA3INXN = b3 (10)
ami-x1 + ave-x2 + avz-x3 + - + aAauN*XN = bM

mozemo zapisati u matri¢nom oblik
A-X=B (1D

gdje je A = [a; ] matrica sustava, X = [x;] matrica nepoznanica te B = [b;] matrica slobodnih koeficijenata.

» Radi jednostavnosti ¢esto koristimo zapis pomocu prosirene matrice sustava

A, =AB (12)

* Sustav linearnih jednadzbi mozZe biti
— nerjesiv;
— rjesiv (Kronecker-Capelli TM) < rang(A,) = rang(A)
+ rang(A) = M = sustav je rjesiv

% Cramerov sustav (rang(A) = N = M) ima jedinstveno rjesenje (numericki prezahtjevno)

_ det(A))
" det(A)

13)

Xi
gdje A; dobijemo tako da i-ti stupac od A zamijenimo s B
* rang(A) < N = oo rjeSenja koja se mogu izraziti preko N —rang(A) parametara
* Elementarne transformacije (ne mijenjaju rjeSenje)

— zamjene poretka jednadzbi (redaka proSirene matrice)
— mnozZenje jednadZbe (retka) skalarom

— dodavanje jedne jednadZbe drugoj (retka retku)
* Ostale zamjene:
— zamjene stupaca j i k odgovaraju zamjeni rjeSenja x; < xj

. Cilj:

. ) Gauss-Jordanova metoda . .
ProSirena matrica sustava : dijagonalna matrica

eliminacije + pivotiranje




* Primjer sustava od 4 linearne jednadzbe s 4 nepoznanice:

Xo+2x3—x4=1
X1+XxX3+x4=4
—X1+Xp—X4=2

2X0+3xX3—Xx4=7

— matrica sustava A i matrica stupac b

0o 1 2 -1 1
1 01 1 4
A= , b=
-1 1 0 -1 2
0 2 3 -1 7

— prosirena matrica sustava

0 1 2 -1]1
01 1|4
Alb= (14)
-1 1 0 -1]|2
0 2 3 -1|7
— Svodenje na gornju trokutastu (Gaussova metoda eliminacije)
0 1 2 -1]1 1 01 1|4

1 01 1

zamjenaredaka | —1 1
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01 2 -1 001 -1|-5
02 3 -1 001 -1|-5
1 01 1|4 100 29
011 of6|RIR=RIlo 1 0 1|11
001 -1|-5 001 -1|-5
000 00 000 00

— Je li moguce svesti na dijagonalnu matricu (Gauss-Jordanova metoda eliminacije)?

— Sto su rjesenja?



4.2 Zadatak

a) Osmislite algoritam koji radi Gauss-Jordanovu metodu eliminacije, odnosno kako napraviti transformaciju sustava

(10) u gornje trokutasti pa dijagonalni s jedinicnom matricom sustava

a11x1 + aipX + a1zxz + S+ aiNxn = by 811X1 + g12X2 + 813X3 + -+ EINXN = )1 X1 =n
a1 X1 + Ao Xy + Ap3X3 + -+ + AaNXN = b2 822X2 + §23X3 + -+ §2aNXN = )2 X2 =n
az1 X1+ agp Xy + azz X3 + -+ + agNxXnN = b3 = 833X3+ " T ENAIN=)Y3 = X3 =1r3
aMi1X1 + ame Xz + avz X3 + -+ + auNxN = by SMNXN = YM XN =TM

b) Kako numericke greske svesti na minimum? Promotrimo neke specifi¢ne slucajeve:

« Sto ako je na dijagonali 0 kao u prethodnom primjeru u (14)?

* Mogu li nastati numericki problemi ako, nakon ,,nuliranja” elemenata ispod prvog elementa na dijagonali,
dobijemo sustav sli¢an ovome
1 3 4 6 X1 n
0 107° 358 27| |x2|_|1
0 -91 55 9 X3 V3
0 7 76 923 X4 Va
— Postizanje numericki stabilnijeg proracuna: pivotiranjem (parcijalno - zamjenom redaka, potpuno - zam-
jena redak i stupaca) na dijagonalu dovodimo najveci preostali element.

— Dakle, prije ,,nuliranja” elementa ispod 2. elementa na dijagonali, moZemo transformirati sustav zam-
jenom 2. i 3. retka proSirene matrice §to odgovara zamjenama istih redaka u matrici sustava A i matrici
slobodnih koeficijenata B = [y;]:

1 3 4 6| [|x 7
0 -91 55 9| [x 3
0 10°% 358 27| [x3 ) V2
0 7 76 923] |x4 V4

ili zamjenom 2. i 3. stupca proSirene matrice $to odgovara zamjeni stupaca u A i redaka u rjeSenju X

1 4 3 6 X1 n
0 358 1078 27| |x3 Vo

0 55 -91 9 X2 V3
0 76 7 923 \ x4 Va

— Moze li jos bolje?



c) Testirajte kod tako da za istu matricu sustava

rijeSite skup vise linearnih jednadzbi,

an aiz aiz||x b
an  dzp ax||x2|=|b2
azy az2 ass) \xs bs
za vektore B
12 4 20
By=|-25[,B2=|-10], Bs=[-30
32 22 40
RjeSenje bi trebalo biti
1 0.312 2.319

Xi1=]-2| X2=|-0.038 |, X3|-2.965
4 2.677 4.790

Koraci prema rjeSenjima:

1. Iskoristite definicije iz Numerical Recipes priloZene u arhivi NR_GJ.zip. Raspakirajte arhivu u direktorij bez raz-

maka u putanji koja nije preduga (npr. u E:). GJ.c sadrzi funkciju

/+ Funkcija koja izvodi Gauss—Jordanovu eliminaciju =/

// Ulazni elementi: ai — sadrzi koeficijente uz nepoznanice = A
/1 n - dimenzija matrice ai

/1 x — slobodni koeficijenti = b

/1 m — broj rjesenja

gaussj(ai,n,x,m);
// Tzlazni elementi: ai — inverzna matrica od ulazne

/1 X — vrijednosti nepoznanica

koja Gauss-Jordanovom metodom eliminacije rjeSava m sustava od n linearnih jednadZbi s n nepoznanica te s istom
matricom sustava A,
A'X,‘ZB,', i=1--m. (15)

Definicije dodatnih funkcije (matrix, ivector, nrerror, ...) potrebnih njoj nalaze se u nrutil.h i nrutil.c. Funkcija
matrix rezervira mjesto u memoriju za npr. matricu A tipa r x s

float =xxa;

a = matrix(l, r, 1, s);

pau alil[j] pohranjujemo elementu 1 < i < rredkuil < j < s stupcu. Veza pokazivaca i polja te primjer rezervacije

memorije dani su u dodatku A.



2. Razmislite moze 1i se Gauss-Jordanova metoda iskoristit za proracun inverzne matrice A7l = [ai; 1. Podsjetnik:
A-A=L

3. Doradite start_GlJ.c

 Ucitajte broj broj sustava jednadZzbi m i red matrice sustava 7 iz datoteke jednadzbe.txt (u dodatku B dan je
primjer pisanja i itanja u i iz datoteka).

* Koristeéi matrix kreirajte dvodimenzionalna polja, odnosno matrice a i ai tipa n x n te X i b matrice tipa n x m.

* Inicijalizirajte polja aib s elemntima zapisanim u datoteci jednadzbe.txt.

» Kopirajte polje a u polje ai te polje b u polje x.

* Pozovite gasuss;j.

* RjeSenja i inverznu matricu pohranite u datoteku rjesenja.txt.
4. Obavite provjeru rjeSenja. Definirajte nova potrebna polja koriste¢i matrix. Ispitajte

A-ATl =1 (16)
A-X;=B; )

5. Upisite u datoteku jednadzbeC.txt podatke iz zadatka pod c) na prethodnoj stranici. Pokrenite program. Usporedite
dobivena i dana rjeSenja.
Opsirnije:
» Odgovori na predavanjima 30.05. i 3.6.

* Dodatna literatura je na moodle-u.



A Pokazivaci

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>

int main () {
int niz[5] = {10,20,30,40,50};
int %p, =xnovi;

int 1i;

// elementi niza

for (i =0; i < 5; i++ ) {
printf("sd, ", niz[i]);

}

printf("\n");

// ispis pomocu pokazivaca

p = niz;

for (i =0; i < 5; i++ ) {
printf("sd, ", =(p + 1) );

}

printf("\n");

/] ispis pomocu pokazivaca

p = &niz[2];

for (i =0; i < 5; i++ ) {
printf("sd, ", x(p — 2 + 1) );

}

printf("\n");

// rezervira memoriju za novi niz

novi = malloc(3 #* sizeof(int));

novi[0] = 11;
novi[l] = 22;
novi[2] = 33;

for (1 = 0; i < 3; i++) {
printf("%d, ", novi[i]);

}

printf("\n");

// brise novi niz iz memorije

free(novi);

return 0;



B Datoteke

#include <stdio .h>
main() {

FILE xdat;
char tekst[125];

int iw=1, jw=5, ir, Jjr;

/! otvara-—kreira datoteku za pisanje
dat = fopen("test.txt", "w");

// upis teksta i brojeva
fprintf(dat, "2 cijela broja:\n");
fprintf(dat, "%d %d",iw,jw);

// zatvaranje datoteke

fclose(dat);

// otvara datoteku za citanje

dat = fopen("test.txt", "r");

// prelazak u novi red oznacava kraj podatka kojeg cita
fgets(tekst, 125, (FILEx*)dat);

// razmak oznacava kraj podatka kojeg cita

fscanf(dat, "%d %d", &ir, &jr);

// zatvaranje datoteke

fclose(dat);

printf("TEST: %d = %d, %d = %d\n", iw, ir, jw, jr);

return 0;



